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1.1Movation

Wir haben in der Analysis 1 Vorlesung die reellen Zahlen als ,,Gott gebend” betrachtet, aber
wenn man sich an die Schule erinnert hat man damals mit den Natiirlichen Zahlen
angefangen.Und hat daraus die Ganzen Zahlen hergeleitet und aus diesen wiederum die
Rationale Zahlen.Jetzt kann man denken, das die Rationale Zahlen die ganze Zahlengerade

2
sehen kann. Also wollen wir die Rationale Zahlen um die Irrationale Zahlen zu den Reellen

Zahlen erweitern. Das Ziel diesem Vortrag wird es sein die Reellen Zahlen aus den Rationalen
Zahlen zu konstruieren und das sie mit der Addition und Multiplikation (R,+,-) ein Kérper
darstellt, die Anordnungsaxiome und sogar Vollstéindigkeitsaxiom erfiillt. Das
Vollstandigkeitsaxiom wird im Zweiten Teil bewiesen.

1
ausfiillt das ist aber nicht der Fall wie man an der Folge 2,11 = = - (2, + —) ( lim z, = V2)
xn T—00

1.1 Allgemeines zur Konstruktion

Es gibt mehrere M&glichkeiten R aus den Q

- Mit Hilfe des Dedekindsche Schnitts

- Als Aquivalenzklassen von Intervallschachtelungen

- Als Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen

Wir werden in diesen Vortrag die reellen Zahlen mit Hilfe der Aquivalenzklassen von
Cauchyfolgen konstruieren

2.Voraussetzung: Wir sehen den Korper der rationalen Zahlen als gegeben voraus . Also
genauer gesagt :

2.1 Die Menge Q zusammen mit den beiden Verkniipfungen
Q x Q(a,b) — a+ b (Addition genannt)
Q x Q(a,b) — a-b (Multiplikation genannt)

2.2 Die Rationalen Zahlen solle folgende Eigenschaften erfiillen
I. Korperaxiome, IT. Anordnungsaxiome. Es werden die iiblichen Bezeichnungen
1,0,a > b,a>b,a—b,a" ", etc. verwendet.

2.3 Eigenschaften von N:

1) Die Zahl 1 ist in N enthalten und sie ist die kleinste Zahl von N .

2) Die Summe n-+m von zwei Zahlen aus N ist in N enthalten und im Falle n > m auch n —m.

3) Ist n € N und ist x € Q ein Element mit n <z <n+ 1, so ist x nicht in N enthalten.

4) Jede nicht leere Teilmenge von N besitzt ein Minimum.
)
)

5) Jedes Element von Q > 0 ist in der Form % mit a,b € N darstellbar.
6) Zu jedem a € Q existiert ein n € N mit n > a.

3.Definition

3.1. Definition der Nullfolge in Q
Ein Folge ( a, ) von Elementen aus Q heit Nullfolge, falls es zu jedem ¢ > 0( € € Q ) ein
no € N mit

lan| <€ VYn>ng

gibt



3.2. Definition der Cauchyfolge in Q
Ein Folge ( a, ) von Elementen aus Q heifst Cauchyfolge, falls es zu jedem ¢ >0 (e € Q)
ein ng € N mit

la, —an| <€ Vn>mng
gibt.

3.2.1 Lemma 1
Behauptung: Cauchyfolgen sind beschrinkt

Beweis:

Zu € := 1 existiert nach Definition 3.2 ein Ny € N, so dass gilt |(a,~an,)| < € =1 fiir alle
n,m > Ny

|an| = ‘an — Apot1 + ano+1| <= |an - ano+1| + |a’no+1| <1+ |ano+1‘
Wihlt man jetzt S := maz({|a,| | n < N}U{any+1}), so gilt |a,| < S O

3.2.1 Lemma 2.
Behauptung:Ein Cauchyfolge die keine Nullfolge ist, kann nur endlich viele Nullen haben.

Beweis:
Wir fithren den Beweis indirekt. Wir nehmen an eine Cauchyfolge a,, ist keine Nullfolge und
besitzt unendlich viele Nullen.

Jetzt gibt es eine Teilfolge v; < vy < w3 .... die nur aus Nullen bestehen — Dann gilt Sei
nun € > 0

[(an, —ay,)| < €= |a,| <€

= a, ist eine Nullfolge, denn wir haben in Analysis 1 gezeigt konvertiert eine Teilfolge einer
Cauchyfolge gegen 0 so konvertiert jede Teilfolge gegen 0.Das ist aber ein Widerspruch zur
Annahme. U

3.3.3 Lemma 3:

Behauptung: Zu jeder Cauchyfolge a,, , welche keine Nullfolge ist, existiert ein € > 0, so
dann | |a,| > e fiir fast alle n gilt.Wir beweisen diese Aussagen wieder indirekt:

Bewelis:

Wir nehmen an das die Aussage fiir unendlich viele € falsch ist und a,, ein Cauchyfolge ist die

keine Nullfolge ist. Also gibt es eine Teilfolge a,, das |a,, | < € fiir jedes € > 0 gilt also auch
€
5

Daraus folgt das a,, eine Nullfolge ist. Das ist aber Widerspruch zur Annahme. O

‘avn

Als néchstes fiihren wir zwei Bezeichnung ein

N ist die Menge aller Nullfolgen in Q
C'ist die Menge aller Cauchyfolgen in QQ



3.3 Definition Aquivalenzrelation

Ein Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Relation ~ ( Eine Teilmenge von M x M
Jauf M mit folgenden Eigenschaften :

a~a (Reflexivitit)
a~b=>b~a (Symmetrie)
an~bb~c=a~c (Transitivitit)

3.3.1 Definition Aquivalenzklassen

Man bezeichnet [a] := {z € M,z ~ a} die Menge aller mit dquivalenten Elementen. [a] heifst
Aquivalenzklassen Zwei Aquivalenzklassen sind gleich oder Disjunkt

Bewelis:

Annahme: [a| # [b] und ¢ € [a],c € [b]
=an~b=[a] =[}]

Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme.Also konnen Aquivalenzklassen nur gleich oder
Disjunkt sein.

Beispiel:
Sei M, die Menge aller ganzen Zahlen. ( Z ) Unsere Aquivalenzrelation ist in diesen Fall

a~b & a—-b=>5kkecZ
Wir wollen jetzt mal die Aquivalenzrelation nachpriifen,also muss einfach die Axiome

nachrechnen

l.a~a
a—a=0=5-0
2a~b—b~a

a—b= 5k'1
b—a= —(—b+a) = —51{31 = 5(—]{?1)

d.a~bb~c—a~c

a—b:5k1,b—c:5k2
a—c:a—b+b—c:5k‘1+5k‘2:5(k‘1+k‘2) O
Damit haben wir nachgewiefien das dies eine Aquivalenzrealtion ist.

4. Definition der Reellen Zahlen
4.1 Definition der Aquivalenzrelation

Wir wollen die Reelle Zahlen als Faktorgruppe C'/N konstruieren.

Als erstes definieren wir eine Aquivalenzrelation auf die Menge C.

Eine Cauchyfolge (a,) ist genau dann dquivalent zur einer Cauchyfolge (b,) wenn (a,—b,) ist
eine Nullfolge

(an) ~ (bn) g (an - bn)NuufOZ.ge

Als erstes muss man jetzt {iber priifen ob das iiberhaupt eine Aquivalenzrelation ist.



4.2 Beweis der Aquivalenzrelation 1. Zu zeigen (a,)sim(a,)
Beweis:

(an) — (ay) = O(Nullfolge)

2. Zu Zeigen (ay,) ~ (b,) = (bn) ~ (an)
Beweis:

(bp—an) = —((an=b,))Null folge
3. Transitivitat

Zu Zeigen (a,) ~ (b,) und (b,) ~ (¢,) = (a,) ~ (c,)
Beweis:

(an—cpn) = (an=bp + by, — ¢y) = (a,=by) + (by—c,) — Nullfolge

Jetzt hat man gezeigt das die vorhin definierte Relation wirklich eine Aquivalenzrelation
ist. U
Wir bezeichnen die Aquivalenzklassen der Cauchyfolge ( @, ) mit [a,] Zwei Cauchyfolgen aus
einer Aquivalenzklasse unterscheiden sich nur um eine Nullfolge.

4.3Definition von R
R = {[a,]; () (Cauchy folgeinQ}

5.Beweis der Korperaxiome
Als erstes miissen wir jetzt zwei Verkniipfungen auf R definieren.

5.1 Definition der Addition auf R
[an] + [bn} = [an + bn]

5.1.1 Wohldefiniertheit der Addition
Seien a,,a,' € [a,| und b,,b," € [b,]

Zz: la+b] =[a'y, + b))
Beweis:

Nach der Aquivalenzrealtion muss man zeigen das a,, + b, — (a', + b',) eine Nullfolge ist.

a, + b, —a, + b,
& ap,—a, +b, =,

das ist eine Summe von Zwei Nullfolge. Daher gilt [a + b] = [a',, + 1',)] O



5.2 Definition einer Multiplikation auf R
[an] - [bn] = [an - bn]
5.2.1Wohldefiniertheit der Multiplikation

Seien a,,a,' € [a,| und b,,b," € [b,]
Zu zeigen das gilt a,, - b, — a',, - b, ist Nullfolge Beweifs:

Ay - by —al, - b,
S ay by —ay b, ta, b, —al, b
& ay - (b =)+, - (a, —al)
Nach Lemma 2 gilt das jede Cauchyfolge beschréankt ist und (b, — b',)und(a, — a',) sind
Nullfolgen, draus folgt das die [a, - b,] = [a',, - b,] gilt . O

5.3 Eigenschaften eines Korper
Ich will hier nochmal die Koérperaxiome wiederholen. Ein Tripel (K, +,-) heifst Korper falls
gilt:

1. Eigenschaften von +

abgeschlossen
kommutativ
assoziativ
neutrales Element
Inverses Element

+ o+ +

2. Eigenschaften von -

abgeschlossen
kommutativ
assoziativ
neutrales Element
Inverses Element

3. Distributivgesetz
Jetzt wollen wir zeigen das unsere zu vor definiert Menge R und unsere beiden Verkniipfungen
einen Korper bilden

5.4 Nachweis der Korperaxiome bei (R, +, )
Abgeschlossenheit der Addition

Zu zeigen : [a,] + [by] = [an, + b)) €R

Da die Summe von zwei Cauchyfolge wieder eine Cauchyfolge ist . Folgt die Abgeschlossenheit
beziiglich der Addition



Kommutativitat der Addition
Zu zeigen: [a,) + [by] = [bn] + [an]

[an] + [bn]  =lan + by

=[b, + ay]
=[bn] + [an]
O
Assoziativitit der Addition
]Z3u ze'igen [an] + ([bn] + [cn]) = ([an] + [bn]) + [cn]
[an] + ([bn] + [ca]) = [an] + [bn + cn]
= [an + b, + ¢,
= [an + by] + [cn]
= ([an + b)) + [cn)
O

Neutrales Element der Addition
Fiir das Neutrales Element gilt folgende Gleichung

[an] + [2n] = [an]
[an + xn] = [an]

Wie man jetzt leicht sieht sind es die zu [0,0,0,0,0,0,0...] = [Nullfolgen| O Aquivalenzklassen.
Das Inverse der Addition
Fiir das inverse Element der Addition gilt folgende Gleichung

[an] = [2n] = [0]
[an — @] = [0]
daraus folgt das das Inverse der Addition —|a,| = [—a,] ist O

Abgeschlossenheit der Multiplikation

Zu zeigen [a,] * [b,] = [a, - b,] € R

Da das Produkt von Cauchyfolgen wieder eine Cauchyfolge ist gilt die Gleichheit U
Kommutativitidt der Multiplikation

Zu zeigen: [ay] - [by] = [bn] - [an]

[an] - [ba] =la-b]=[b-d
= [bn] - [an]



Assoziativitdt der Multiplikation Zu zeigen: [a,] - ([b,] - [ca]) = ([an] - [bn]) - [cn]

[an] - ([bn] - [en]) = [an] - [bn - c2]
= [an - by - ¢,
[an - by][cn]
= ([an] - [bn]) - [cn]
O
neutrales Element der Multiplikation
Fiir das Neutrale Element der Multiplikation gilt folgende Gleichung
[an][2zn] = [an]
Wie man auch hier leicht sehen kann sind das die zu [1, 1,1, 1, 1..] dquivalent Folgen O

Das Inverse Der Multiplikation

Fiir das Inverse der Multiplikation ist das ganz leider nicht so einfach . Wir schliefen als erstes
mal wieder das Neutralen Elemente der Addition aus. In diesen Fall die Klasse der Nullfolgen.
Naiv wiirde man jetzt [a,]”' = [a,!] wihlen,aber dies scheidet erstmal aus da man nicht

sicher davon ausgehen kann das die Folge a_n nicht 0 enthélt.

Nachdem Lemma 1.3 gilt aber das eine Cauchyfolge nur endlich viele Nullen haben kann den
sonst wire ihr Grenzwert auch 0.

Wir iiberlegen uns weiter das dann fiir die fast alle Folgenglieder einfach das inverse gebildet
werden kann indem man b, = a, ' setzt. Nur fiir die stellen an den die Cauchyfolge a,, = 0 ist
setzt wir b, = 1.

{ a,, falls a, #0
bn =
1, sonst

Und es gilt a, - b, = [1] Jetzt konnte man denken man hat das inverse zu der Cauchyfolge
gefunden aber das ist noch nicht ganz richtig da man noch gucken muss ob b, iiberhaupt ein
Cauchyfolge ist.

27: |bybp| <€ e:=c*-¢

Annahme : Wir nehmen an n, m so grof ist das man keine Null hat , das darf man machen da
es nur eine endlich Anzahl von Nullen gibt.

1 1
’bn_bm’ = |___’

a’TL a’TIL

A~ Qp
Lerrgna?) |am - an’

1 c-C
e

1
<=-cte=¢

Q



Also ist b, eine Cauchyfolge

Distributivgesetz

Ich zeige hier nur rechtsdistributiv,die linkdistributiv geht dquivalent. Zu zeigen :
([an] + [bn]) - [cn] = [a- ] 4+ [b- ]

6.Anordnungsaxiome Als erstes wollte ich noch mal die Anordnungsaxiome wiederholen:

6.1 Definition Anordnungsaxiome
Ein Koérper erfiillt (K, +,-) erfiillt die Anordnungsaxiome falls gilt :

1.Fiir jedes x € K gilt einer der folgend drei Beziehungen

r>0x=0 —2>0 Trichotomie
x>0y>0=x+y >0 Abgeschlossenheit gegen iiberAddition
x>0y >0= 2y >0 Abgeschlossenheit gegen {iber Multiplikation

Fiir den Beweis der das unser so neben konstruierter Kérper auch die Anordnungsaxiome
erfiillt miissen wir vorab eine Definitionen erkldren.

6.2.1Definition. Positiv

Eine Cauchyfolge ( a, ) heikt positiv, falls es eine positive Zahl § > 0 gibt, so
dass a, > ¢ fiir unendlich viele n gilt.

Wie man sich leicht iiberlegen kann gilt das sogar fiir fast alle n sogar a,, > 7 Der Bewei geht

analog zum Lemma 3.

Wie man sich auch leicht /iiberlegen kann gilt.Falls eine a,, ein positiv Cauchyfolge dann ist
auch jede Cauchyfolge in [a,] positiv.

6.3Definition positive Aquivalenzklasse
Eine Klasse [a,] gehort Ry > 0 an, falls ihre Elemente positive Cauchyfolgen sind

6.4 Beweis der Anordnungsaxiome



Wir wissen das R gegen iiber Addition und Multiplikation. Also der letzte Schritt zum
Nachweis der Anordnungsaxiome ist zu zeigen falls eine Cauchyfolge a,, . Weder a,, positiv
oder —a,, positiv ist das a,, eine Nullfolge ist und wenn a,, nicht positiv ist dann ist —a,, positiv

Behauptung: Sei a,, nicht positiv und keine Nullfolge, dann ist —a, positiv. Wir beweifsen
diese Aussage mit Hilfe eines Widerspruchbeweifs:

Beweis: Wir wilhlen ein beliebiges aber festes € > 0 .
Dann gilt fiir fast alle n —a,, < ¢ aber da a, < € fiir fast alle n gilt.

= |(a,)| <€

= laut der Definition 1.1 eine Nullfolge ist . Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung das
a, keine Nullfolge ist. ([l

Bewelis:

Annahme: qa, ist weder positiv noch negativ

Wir wihlen ein festes aber beliebiges ¢ > 0 so gilt hoffentlich fiir fast alle n a, < ¢ aber da
a, auch nicht negativ ist gilt auch |(a,)| < €

= laut der Definition 1.1 eine Nullfolge ist .

Damit haben wir nachwiefen das R die Anordnungsaxiome erfiillt sind. O

7.Resilimee :

Wir haben uns ein Kérper R konstruiert, der die Anordnungsaxiome erfiillt. Aber bisher
haben gegeniiber von Q nicht viel gewonnen. Denn wir haben nur eine gréfe Menge wie Q
bekommen, aber das eigentlich Ziel ist es nach zu weifen das jede Cauchyfolge in R in ihren
Grenzwert in R hat



